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ВВЕДЕНИЕ 
     Особое значение для становления рыночной экономики в России имеет развитие таких процессов, как самофинансирование в его комплексном  понимании, а также наращивание функционирующего капитала,  прежде всего в первичном производственном звене – на предприятиях, в корпорациях и фирмах. Эти процессы опосредуются денежно-финансовыми механизмами – кредитными, налоговыми, бюджетными и т.д. Правильное управление финансами помогает любой фирме обеспечивать потребителя товарами более высокого качества и по более низким ценам, платить более высокую зарплату  рабочим  и  менеджерам  и  в  то  же  время  обеспечивать более высокие  доходы инвесторам, которые вложили капитал в организацию фирмы и ее последующее  функционирование. Поскольку экономика как национальная, так и мировая состоит из потребителей, служащих и инвесторов, разумная финансовая политика способствует благосостоянию и отдельного человека — знание математических финансовых основ помогут правильно и выгодно взять кредит в банке, не переплатив ему лишнего рубля.

     Мне, пока как потребителю, необходимо понять кредитную систему нашего государства. Моя семья много раз брала кредит на те или иные нужды. И  для меня не ново такие понятия как ссудный процент или аннуитетное погашение долга. Прежде чем обратиться к кредиторам, например, я должен ознакомиться с предложениями банков, сравнить их. А банки во всем мире жонглируют цифрами  так, чтобы клиент на скидку воспринимал его предложение как довольно выгодное. Да и  способов жонглирования цифрами множество, даже именно этим вопросам посвящена одна из разделов специальной науки – финансовой математики. Финансовая математика – штука непростая. Разобраться в ней досконально, вспомнив даже весь школьный курс алгебры, не получится. Определившись темой моей работы, я поставил следующую цель:

     - изучить основы финансовой математики, чтобы  выбрать оптимальное кредитное предложение.
     Для достижения этой цели нужно решить следующие частные задачи: 

      - ознакомление с базовыми понятиями финансовой     математики;

      - научиться рассчитывать способы начисления процентов, уметь определять срок кредита;
     - ознакомиться с простыми ставками процентов и простыми учетными ставками, аннуитетами и ценными бумагами;

     - рассмотреть  сложные  учетные  ставки  и показать  различные  методы  начисления  сложных  процентов  с  помощью  графика;    

   - ознакомиться  с формулой  И.Фишера и рассмотреть её           применение на конкретных примерах;
   - показать  математический  расчет  дохода  по  различным  видам  ценных  бумаг;   
    - составить памятку оптимального выбора кредитного предложения. 

    Кредит – не самоцель, а один из возможных способов решения разнообразных жизненных задач. В данный момент для  нас очень важно научиться грамотно пользоваться полезной услугой под названием «кредит» – уметь сравнивать доступные варианты и выбирать более выгодное предложение, разбираться в ценообразовании и не переплачивать лишнего. 

  ФИНАНСОВАЯ    МАТЕМАТИКА
Чтобы  было  четкое  представление  о  финансовой  математике,  дадим  определения следующих  понятий:
    Проценты – это  доход  от  предоставления  капитала  в  долг  в  различных  формах (ссуды,  кредиты и т.д.),  либо  от  инвестиций  производственного  или  финансового  характера.

    Процентная  ставка – это  величина,  характеризующая интенсивность  начисления  процентов.

    Величина  получаемого дохода (т.е. процентов) определяется  исходя из величины  вкладываемого  капитала, срока, на который он предоставляется в долг или инвестируется, размера и вида процентной ставки (ставки доходности).
    Наращивание (рост) первоначальной  суммы  долга – это увеличение суммы долга за счет присоединения начисленных процентов (дохода).

    Множитель (коэффициент)  наращивания – это величина, показывающая, во сколько раз вырос первоначальный капитал.

    Период  начисления – это промежуток времени, за который начисляются проценты (получается доход). В  дальнейшем  будем  полагать, что период начисления совпадает со  сроком, на который предоставляются деньги.  Период начисления может разбиваться на интервалы начисления.

    Интервал начисления – это минимальный период, по прошествии которого происходит начислении процентов.

    Существуют два способа  определения  и  начисления процентов.
    Декурсивный  способ начисления процентов.  Проценты начисляются в конце каждого интервала начислении.  Их величина определяется исходя из величины предоставляемого капитала. Декурсивная процентная ставка ( или ссудный процент)  представляет собой выраженное в процентах  отношение  суммы  начисленного  за  определенный  интервал  дохода  к  сумме,  имеющейся  на  начало  данного  интервала.
    Антисипативный  способ  (предварительный)  начисления процентов.  Проценты начисляются в начале каждого интервала  начисления. Сумма процентных денег определяется исходя из наращенной суммы. Процентной ставкой будет выраженное в процентах  отношение  суммы  дохода,  выплачиваемого  за  определенный  интервал,  к  величине  наращенной  суммы,  полученной  по  прошествии  этого  капитала.  Определяемая таким способом процентная ставка называется (в широком смысле слова)  учетной ставкой или  антисипативным  процентом.

    В мировой практике Декурсивный способ начисления процентов получил наибольшее распространение.

    При  обоих  способах  начисления процентов процентные ставки могут быть либо простыми (если они применяются к одной и той же первоначальной денежной сумме в течение всего периода начисления),  либо  сложными  (если по прошествии каждого интервала начисления они применяются к сумме долга и начисленных  за предыдущие интервалы процентов). 
1.  ПРОСТЫЕ  СТАВКИ  ССУДНЫХ  ПРОЦЕНТОВ
    Простые ставки ссудных (декурсивных) процентов применяются обычно в краткосрочных финансовых операциях, когда интервал начисления совпадает с периодом начисления (и составляет, как правило, срок менее одного года), или когда после каждого интервала начисления кредитору выплачиваются проценты. Простые ставки ссудных процентов могут применяться и в любых других случаях по договоренности участвующих в операции сторон.
    Введем следующие обозначения:
    i (%) – простая годовая ставка ссудного процента;

    i       – относительная величина годовой ставки процентов;

[image: image1.png]


    I       – сумма процентных денег, выплачиваемых за год;

    I        – общая сумма процентных денег за весь период начисления;

    P       – величина первоначальной денежной суммы;
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    i (%) =                            (1.1)
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    i  =                                   (1.2)
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    I = I  n                             (1.3)

    S     - наращенная сумма;          S = P + I            (1.4)
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    k     - коэффициент наращения;        
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                                                         k  =                     (1.5) 
    n     - продолжительность периода начисления в годах;

    ∂     - продолжительность периода начисления в днях;

    K    - продолжительность года в днях.
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                                                          n =                     (1.6)  

    Величина  K  является временной  базой  для расчета процентов.

    В зависимости от способа определения продолжительности финансовой операции рассчитывается либо точный, либо обыкновенный (коммерческий) процент.
    Дата выдачи и дата погашения ссуды считаются за один день. При этом возможны два варианта:

    1 в. – используется точное число дней ссуды, определяемое по специальной таблице, где показаны порядковые номера каждого дня года; из номера, соответствующего дню окончания займа, вычитают номер первого дня;

    2 в. – берется приблизительное число дней ссуды, когда продолжительность полного месяца принимается равной 30 дням;  этот метод используется, когда не требуется большая точность, например, при частичном погашении займа.

    Точный процент получают, когда за временную базу берут фактическое число дней в году (365 или 366) и точное число дней ссуды.

    Основную формулу для определения наращенной суммы можно получить, применяя последовательно формулы (1.4), (1.3), (1.2), (1.6):
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                                                                             (1.7)
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или

                                                                              (1.8)
    На  практике часто возникает обратная задача:  узнать величину суммы  P , которая в будущем должна составить заданную величину  S.  В этом случае  P  называется  современной  (текущей, настоящей, приведенной)  величиной суммы  S.
    Определение современной величины  P  наращенной суммы  S  называется  дисконтированием,  а определение величины наращенной суммы  S – компаундингом.
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     Из формулы (1.7) получаем формулу, соответствующую операции дисконтирования:

                                                  P =                                       (1.9)
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    Заменяя входящие в формулу (1.7) выражения на эквивалентные и выражая одни величины через другие, получаем еще несколько формул для определения неизвестных величин в различных случаях:

                n =                                         (1.10)
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                ∂ =                                         (1.11)
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                i =                                          (1.12)
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                i =                                          (1.13)

    Иногда на разных интервалах начисления применяются разные процентные ставки. Если на последовательных интервалах начисления n 1, n2, …, nn   используются ставки процентов  i1 , i2 , …, in  , то по формулам  (1.2) и (1.3)  сумма процентных денег в конце первого интервала составит

                                                 I1 = P n1 i1   ,

в конце второго интервала

                                                 I2 = P n2 i2
и т.д.

    При  N  интервалах начисления наращенная сумма составит
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                                  S = P (1+    nt i t)              (1.14)
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    Для множителя наращения, следовательно, имеем
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                                k    = 1+     nt i t                   (1.15)

    Рассмотрим  несколько  примеров.

    ПРИМЕР 1

    Ссуда в размере 50 000 руб. выдана на полгода по простой ставке процентов 18% годовых. Определить наращенную сумму.

    Решение:

    По формуле (1.7)

                                    S = 50 000∙(1+0,5∙0,18) = 54 500 (руб.)

    ПРИМЕР 2

    Кредит в размере 10 000 000 руб. выдан  2  марта  до  11  декабря под 30% годовых, год високосный.  Определить размер наращенной суммы для различных вариантов (обыкновенного и точного) расчета процентов.
    Решение:

    1. В случае точных процентов берем  o = 284.

    По формуле (1.8) получаем

          S = 10 000 000∙(1+284/366∙0,30) = 12 327 868 (руб.)

    2. Для обыкновенных процентов с точным числом дней ссуды имеем
            S =10 000 000∙(1+280/360∙0,30) = 12 333 333 (руб.)

    ПРИМЕР 3

    Кредит в размере 20 000 000 руб. выдается на 3,5 года. Ставка процентов за первый год – 30%, а за каждое последующее полугодие она уменьшается на 1%. Определить множитель наращения и наращенную сумму.

    Решение:

    По формуле (1.15):
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    k  = 1+0,3+0,5(0,29+0,28+0,27+0,26+0,25) = 1,975.

    По формуле (1.14):

    S =20 000 000∙1,975 = 39 500 000 (руб.) 

    ПРИМЕР 4

    Определить период начисления, за который первоначальный капитал в размере  25 000 000 руб. вырастет до 40 000 000 руб., если используется простая ставка процентов 18% годовых.

    Решение:

    По формуле (1.10) получаем

    n = (40 000 000-25 000 000)/(25 000 000 ∙ 0,18) = 3,33 года.

    ПРИМЕР 5

    Определить простую ставку процентов, при которой первоначальный капитал в размере 24 000 000 руб. достигнет 30 000 000 руб. через год.

    Решение:

    По формуле (1.13) определяем

    i = (30 000 000-24 000 000)/ (24 000 000 ∙ 1) = 0,25 = 25%.
    ПРИМЕР 6

    Кредит выдается под простую ставку 26% годовых на 250 дней. Рассчитать сумму, получаемую заемщиком, и сумму процентных денег, если требуется возвратить 40 000 000 руб.

    Решение:

    По формуле (1.9) (операция дисконтирования) имеем

    P = 40 000 000/ (1+250/365 ∙ 0,26) = 33 955 857 (руб.)

2.  ПРОСТЫЕ УЧЕТНЫЕ СТАВКИ

    При антисипативном способе начисления  процентов  сумма получаемого дохода рассчитывается  исходя  из  суммы,  получаемой  по  прошествии  интервала  начисления (т.е. из наращенной  суммы).  Эта сумма  и  считается  величиной получаемого  кредита (или ссуды).  Так как в данном  случае проценты начисляются в начале каждого интервала  начисления, заемщик, естественно, получает эту  сумму за вычетом процентных денег. Такая операция  называется  дисконтированием по учетной ставке,  а  также  коммерческим  или  банковским  учетом. 
    Дисконт  ─  это доход, полученный по учетной ставке, т.е. разница между размером кредита и непосредственно выдаваемой суммой. 
    Пусть теперь

    d(%)― простая годовая учетная ставка;
    d      ― относительная величина учетной ставки;
    Dг     ― сумма процентных денег, выплачиваемой за год;
    D     ― общая сумма процентных денег; 
    S      ― сумма, которая должна быть возвращена;
    P      ― сумма, получаемая заемщиком. 

    Тогда, согласно определениям, имеем следующие формулы:
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                                   d =             =                                                    (2.1)

                                          Dг = d∙S;                                                     (2.2)

                                      D = n∙Dг = n∙d∙S;                                            (2.3)

               P = S – D = S (1-nd) = S [1 – (∂/K) d].                                (2.4)

    Преобразуя  последнее выражение, получаем формулу для  определения наращенной суммы:
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                               S =            =               .                                          (2.5)
Из этой формулы легко видеть, что отличие  от случая простых ставок ссудного процента простые учетные ставки не могут принимать любые значения.  Именно  для того,  чтобы  знаменатель  дроби  в  правой  части был строго больше нуля, т.е. (1 – nd) > 0, или d<1/n. Правда, со значениями  d,  близкими к предельным, вряд ли можно встретиться в жизни.
    На практике учетные ставки применяются главным образом при учете (т.е. покупке) векселей и других денежных обязательств. 
    Из приведенных  формул можно вывести еще две формулы для определения периода начисления и учетной ставки при прочих заданных условиях:
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                                             n =            ;                                            (2.6)
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                                       d =             =               .                                (2.7)

    Пример 7
    Кредит выдается на полгода по простой учетной ставке 20%. Рассчитать сумму, получаемую заемщиком, и величину дисконта, если требуется возвратить 30 000 000 руб.
    Решение: 
    По формуле (2.4)  получаем

                  P = 30 000 000∙(1 – 0,5∙0,2) = 27 000 000 (руб.)

    Далее

               D = S – P = 30 000 000 – 27 000 000 = 30 000 000 (руб.)
    Пример 8   
    Кредит  в размере 40 000 000 руб. выдается по простой учетной ставке 25% годовых. Определите срок, на который предоставляется кредит, если заемщик желает получить 35 000 000 руб.
    Решение:
    Расчет проводится по формуле  (2.6):

         n = (40 000 000 – 35 000 000) / (40 000 000∙0,25) = 0,5 года.
    Пример 9

    Рассчитать учетную ставку, которая обеспечивает получение 9 000 000 руб., если в 10 000 000 руб.  выдается в ссуду на полгода.
    Решение: 
    По формуле  (2.7):

        d = (10 000 000 – 9 000 000) / (10 000 000∙0,5) = 0,2 = 20% 
3. СЛОЖНЫЕ  СТАВКИ  ССУДНЫХ  ПРОЦЕНТОВ
    Если  после  очередного интервала начисления доход (т.е. начисленные за данный интервал проценты)  не выплачиваются, а присоединяются к денежной сумме,  имеющей на начало этого интервала, для определения  наращенной суммы применяют  формулы сложных процентов. Сложные ссудные  проценты  в настоящее время  являются весьма распространенным видом применяемых в различных финансовых операциях процентных ставок.
    Пусть 

    iс   ―  относительная величина годовой ставки сложных ссудных процентов;

    kн.с   ―  коэффициент наращения в случае сложных процентов;

    j    ―  номинальная ставка сложных ссудных процентов (её определение  будет дано в дальнейшем).
    Если за интервал начисления принимается год, то по прошествии первого года наращенная сумма в соответствии  первого года наращенная сумма в соответствии с формулой (1.7), составит

                                         S1 = P (1 + i с). 
    Еще  через год это выражение применяется уже к сумме  S :

                                         S2 = S1 ( 1+ iс) = P (1+ iс )²
и так далее. Очевидно, что по прошествии  n  лет  наращенная сумма  составит
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.                      (3.1)
    Множитель наращения kн.с соответственно будет  равен

                                          kн.с = (1+iс)[image: image2.png]


.                        (3.2)

    При начислении простых процентов он составил бы по формулам (1.5) и (1.7):

                                           kн= (1+n∙i).
Сравнивая два последних выражения для коэффициентов наращения, можно видеть, что чем больше период начисления, тем больше разница в величине наращенной суммы при начислении простых и сложных процентов.
    Эту разницу можно наглядно представить с помощью графиков, изображенных на рис 1. Здесь, как и на всех последующих рисунках, по горизонтальной оси откладываются годы, по вертикальной – тысячи рублей. Первоначальная сумма составляет 1000 руб., процентная ставка – 30% годовых. Верхняя линия соответствует наращению денежной массы в случае применения сложной процентной ставки. Она представляет собой пример экспоненциального роста (чем больше n, тем круче кривая уходит вверх), в то время как нижняя линия (соответствующая случаю простых процентов) является прямой с очень небольшим углом наклона.

    Поэтому, когда возникает возможность выбора между низкой сложной процентной ставкой и более высокой простой, следует отдавать предпочтение первому варианту. Естественно, если в нашем распоряжении более или менее значительный период времени. Сумма, наращенная по сложной процентной ставке, уже через небольшое (в зависимости от разницы в величине процентных ставок) количество интервалов начисления превысит сумму. Наращенную по простой ставке (см. рис. 1 в приложении).
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    Если срок ссуды n в годах не является целым числом, множитель наращения определяют по выражению: 
                                      kн.с = (1 + ic)    (1 + nb∙ ic),                                    (3.3) 
где  n =  na+ nb;
       na ― целое число лет;
       nb ― оставшаяся дробная часть года.
    На практике в данном случае часто предпочитают пользоваться формулой (3.1) с соответствующим нецелым показателем степени. Но нужно иметь в виду, что с точки зрения сущности начисления процентов этот способ является приблизительным, и погрешность при вычислении будет тем больше, чем больше значения входящих в формулу величин. Наибольшее расхождение мы получим при nb = ½ , как раз в том случае, когда очень удобно применить формулу (3.1), ведь на всех калькуляторах  есть  операция извлечения квадратного корня (т.е. возведения в степень1/2). Следует учитывать, что приблизительный метод дает меньший, чем в действительности результат.    

    Таким образом, в современной ситуации, когда номиналы денежных сумм достаточно велики, от этого метода лучше отказаться вовсе.

    Предположим теперь, что уровень ставки сложных процентов будет разным на различных интервалах начисления.

    Пусть n1 , n2 , . . ., nn  - продолжительность интервалов начисления в годах; i1, i2, . . . , in  -  годовые ставки процентов, соответствующие данным интервалам. Тогда наращенная сумма в конце первого интервала начисления 
в соответствии с формулой (1.7), составит
                                              S1 = P (1 + n1i1).
    В конце второго интервала:
S2 = P∙(1 + n1i1)(1 + n2i2)

    и т.д.
    При N интервалах начисления наращенная сумма в конце всего периода начисления составит
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                                                  SN  =                                         (3.4)

    Если все интервалы начисления одинаковы (как и бывает обычно на практике)  и  ставка сложных процентов одна и та же, формула (3.4) принимает вид:
                                        SN  = p (1 + n i)[image: image3.png]


 .                                       (3.5)

    Начисление  сложных  процентов  может  осуществляться не один, а несколько раз в году.  В этом случае оговаривается номинальная ставка процентов j  -  годовая ставка, по которой определяется величина ставки процентов, применяемая на каждом интервале начисления.
    При m равных интервалах начисления и номинальной процентной ставке j эта величина считается равной j/m.

    Если срок ссуды составляет n лет. То, аналогично формуле (3.1),  получаем выражение для определения наращенной суммы:
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                                           S m n = P (1 + j/m)   ,                                        (3.6)

Где mn – общее число интервалов начисления за весь срок ссуды.
    Если общее число интервалов начисления  не  является  целым числом (mn – целое число интервалов начисления, l – часть интервала начисления), то выражение (3.6) принимает вид: 

                                   S = P (1 + j/m) ∙ (1 + l j/m).                              (3.7)
    Для  целого числа периодов начисления  используется формула сложных процентов (3.1), а для оставшейся части – формула простых процентов (1.7).
В России в настоящее время наиболее распространенным является начисление процентов по полугодиям, поквартальное и ежемесячное (иногда интервалом начисления может являться и день).  Такие проценты, начисляемые с определенной периодичностью, называются дискретными.
    В мировой  практике часто применяется также непрерывное начисление  сложных процентов (т.е. продолжительностью интервала начисления стремиться к нулю, а m – бесконечности).
    В этом случае для вычисления наращенной суммы служит следующее выражение:
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                                                 S = P lim (1 + j/m)  .                                        (3.8)
    Для расчетов можно использовать известную в математике           формулу:
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                                                      lim                   =e,

    Где е = 2, 71828…

    Из этой формулы следует:
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                                                   lim (1 + j/m[image: image38.png]


)   = e[image: image39.png]


   .
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    Тогда для наращенной суммы получаем:
                                            S = P e  .                                                   (3.9)
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    Здесь
                                             kн.с = e  .                                                    (3.10)

    Значения наращенной суммы S можно вычислять с помощью финансового микрокалькулятора  или  находя  значения е    и  других требуемых величин в специальных таблицах.
    Очевидно, что непрерывный способ начисления процентов  дает максимальную величину наращенной суммы при прочих равных условиях (т.е. при одинаковых n, j, P). 
    Аналогично случаю простых процентов полученные формулы можно преобразовывать, выражая одни величины через другие, в зависимости оттого, что известно, а что требуется найти.
    Так, из формулы (3.1) получаем 
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                                          P =               = S∙a.                                   (3.11)
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    a − коэффициент дисконтирования,  kн.с ∙a=1, т.е.   a=          

    Напомним, что, как и в случае простых процентов, определение современной величины суммы S называется дисконтированием.
    Формула (3.11), а также соответствующие формулы для случая простых ставок ссудного процента и для учетных ставок дают легко понять, что текущий финансовый эквивалент будущей денежной суммы тем ниже, чем  отдаленнее срок  ее  получения и чем выше норма доходности.  
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    Также из формулы (3.1) получаем

                                                 i =          - 1.                                              (3.12)
    Из формулы (3.6):
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                                         j = m                    .                        (3.13)
    Применяя операцию логарифмирования к обеим частям формулы (3.1), получаем

[image: image46.png]1-nd




                                           .                                          (3.14)
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    Подобным же образом из формулы (3.6) получаем формулу:
                                        .                                         (3.15)

    Если нет специального калькулятора, значения логарифмов также находят по таблицам.
    Существует несколько правил, позволяющих быстро рассчитать срок удвоения первоначальной суммы для конкретной процентной ставки.
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    Правило «72»:

                                         n =              .
    Правило «69» (более точное):
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                                         n =              + 0,35 .

     Данные правила дают весьма точный результат при небольших значениях i (%). 
    В качестве примера найдем срок удвоения капитала при годовых ставках: а) 20% и б) 110%  по формуле (3.14) и по правилам «72» и «69».

              а)  n = ln2/ln1,2 = 3,8 года,           или

                   n = 72/20 = 3,6 года,                или

                   n = 69/20 + 0,35= 3,8 года;

              б)  n = ln 2/ln2,1 = 0,93 года,       или

                   n = 72/110 = 0,65 года,            или
                   n = 69/110+0,35 = 0,98 года (разница с точным значением – 18 дней).
    Следующие примеры иллюстрируют использование полученных формул.
    Пример 10              

    Первоначальная вложенная сумма равна 200 000 руб. Определить наращенную сумму через пять лет при использовании простой и сложной ставок процентов в размере 28% годовых. Решить этот пример также для случаев, когда проценты начисляются по полугодиям, поквартально, непрерывно.

    Решение:
    По формуле (1.7) для простых процентных ставок имеем
     S =200 000 (1+5∙0,28) = 480 000 (руб.).
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    По формуле (3.1) для сложных процентов:

     S = 200 000 (1+0,28)   = 687 194,7 (руб.).
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    По формуле (3.6) для начисления по полугодиям:

    S = 200 000 (1+0,14)   = 741 444,18 (руб.).
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    Из той же формулы для поквартального начисления:

     S = 200 000 (1+0,07)    = 773 936,66 (руб.).
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    По формуле (3.9) для непрерывного начисления:

     S = 200 000 e  = 811 000 (руб.).

    Пример 11 

    Первоначальная сумма долга равна 50 000 000 руб.  Определить наращенную сумму через 2,5 года, используя два способа начисления  сложных процентов по ставке 25% годовых.
     Решение: 
     По формуле (3.3) получаем 
             S = 50 000 000 (1 + 0,25)²  (1 + 0,125) = 87 890 625 (руб.)
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Для второго способа используем формулу (3.1) с нецелым  показателем степени:
                     S = 50 000 000 (1 + 0,25)   = 87 346 390 (руб.)

    Отчетливо видно расхождение: при использовании приблизительного метода упущенная выгода  могла  бы составить около 550 000 руб.
    Пример 12 
    Какова должна быть сложная ставка ссудного процента, чтобы первоначальный капитал утроился за пять лет? Решить пример также для случая начисления процентов по полугодиям. 
    Решение:

   По формулам (3.12) и (3.13) вычисляем:
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                                        i =    3 – 1 = 0,245 = 24,5%;

                                        j = 2 (    3 - 1) = 0,232 = 23,2%. 

4.  СЛОЖНЫЕ  УЧЕТНЫЕ СТАВКИ
    Рассмотрим антисипативный способ начисления сложных процентов.
    Пусть

    dс(%) – сложная годовая учетная ставка;

    dc      − относительная величина сложной учетной ставки;

    kн.у    − коэффициент наращения для случая учетной ставки;
    f        − номинальная годовая учетная ставка.
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    Тогда по прошествии первого года наращенная сумма S в соответствии с формулой (2.5) состоит
                                         S1 =          .

    Еще через год эта формула будет применяться уже к сумме S :
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                                            S2 =             =

    и т.д., аналогично случаю сложных ставок ссудных процентов.

    По отношению  n  лет  наращенная сумма состоит
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                                            S =                             (4.1)

   Отсюда для множителя наращения имеем
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                                            kн.у =                           (4.2)

    Сравнивая формулы (3.1) и (4.1), легко видеть, что при равенстве ссудного процента и учетной ставки наращение первоначальной суммы во втором случае (антисипативный метод) идет быстрее.

    Для небольших процентных ставок  декурсивный метод начислении более выгоден для заемщика, а антисипативный – для кредитора (см. рис.2 в приложении). Но с ростом процентной ставки разница в величине наращенной суммы становится огромной (при этом она сама растет с ростом n), и сравнение двух методов с точки зрения выгодности утрачивает смысл. Представить себе эту разницу можно с помощью графика на рис.3 (смотри приложение).
    Из формулы (4.1) следует, что для периодов начисления, превышающих один год, учетная ставка может принимать значения только строго меньшие (т.е. не достигающие) 100%. 

    Так же, как и при декурсивном способе, возможны различные варианты начисления антисипативных процентов (начисление за короткий – меньше года – интервал, начисление m раз  в году и т.д.). Им будут соответствовать формулы, полученные аналогичным образом.
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    Так, для периода начисления, не являющегося целым числом, имеем
                                         kн.у  =                                                (4.3)

    При учетной ставке, изменяющейся в течение срока ссуды, наращенная сумма превращается в

[image: image63.png]



[image: image64.png]


[image: image65.png]


[image: image66.png]


                                           S = P / ∏ (1-n  d  )                        (4.4)
    Здесь  n1, n2,  …,  nN  - продолжительность интервалов начисления в годах,     d1, d2  , …, dN  - учетные ставки, соответствующие данным интервалам.

    Для начисления процентов  m раз в году формула имеет такой вид:
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                                      S = P/ (1- f/m )                                   (4.5)

    или
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                                      S = P/ [(1− f/m)   (1−l∙ f/m)]               (4.6)

    При этом   mn – целое число интервалов начисления за весь период начисления, l – часть интервала начисления.

    При непрерывном начислении процентов S рассчитывается по формуле:
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                                      S = P / lim (1 – f/m)[image: image70.png]


                               (4.7)

    Из полученных формул путем преобразований получаем формулы для нахождения первоначальной суммы, срока начисления и величины учетной ставки:

                                          P = S (1 – dc)[image: image71.png]


  ;                                 (4.8)
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                                         n =                    ;                                 (4.9)
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                                         n =                         ;                            (4.10)
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                                        dс = 1 −         ;                                      (4.11)
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                                          f = m                     .                            (4.12)

    Таким образом, мы рассмотрели различные способы начисления процентов. В приложении дана таблица (таблица №1), которая наглядно  показывает результаты, получаемые при этих способах для одной и той же первоначальной суммы, одинаковых по величине процентных ставок и периодов начисления n.   
    Рассмотрим примеры.

    ПРИМЕР 13
    Первоначальная сумма долга равняется 25 000 000 руб. Определить величину наращенной суммы через три года при применении декурсивного и антисипативного способов начисления процентов. Годовая ставка – 25%.

    Решение:

[image: image76.png]


    По формулам (3.1) и (4.1) получаем:
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     S = 25 000 000∙(1+0,25)    = 48 828 125 (руб.)

     S =  25 000 000/(1-0.25)  = 59 255 747 (руб.).

    Данный пример наглядно демонстрирует ощутимость различия в результатах при разных способах начисления процентов. Разница составляет больше 10 млн. руб.

    ПРИМЕР 14
    Определить современное значение суммы в 120 000 000 руб., которая будет выплачена через два года, при использовании сложной учетной ставки 20% годовых.

    Решение:

    По формуле (4.8):

    P = 120 000 000∙(1-0,2)² = 76 800 000 (руб.). 

5.ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ ПРОЦЕНТНЫХ СТАВОК РАЗЛИЧНОГО ТИПА
    Часто при расчетах, проводимых по различным финансовым операциям, возникает необходимость в определении эквивалентных процентных ставок.  
    Эквивалентные процентные ставки – это такие процентные ставки разного вида,  применение которых при одинаковых начальных условиях дает одинаковые финансовые  результаты.
    Эквивалентные процентные ставки  необходимо знать в случаях,  когда существует возможность выбора условий финансовой операции  и  требуется инструмент  для  корректного сравнения различных процентных ставок.
    Для нахождения эквивалентных процентных ставок используют уравнения эквивалентности, принцип составления которых заключается в следующем. Выбирается величина, которую можно рассчитать при использовании различных процентных ставок (обычно это наращенная  сумма S). На основе равенства двух выражений для данной величины и составляется уравнение эквивалентности, из которого путем соответствующих преобразований получается соотношение, выражающее зависимость между процентными ставками различного вида.
    Вспомним обозначения, использованные ранее:

    i  −  простая годовая ставка ссудного процента;

    d  −  простая годовая учетная ставка;

    iс  −  сложная  годовая  ставка ссудного процента;

    dс   −  сложная годовая учетная ставка;

    j   −  номинальная ставка ссудного процента;

    f  −  номинальная учетная ставка.
    Повторим  формулы  для определения наращенной суммы при различных способах начисления процентов, полученные ранее:
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                                              S =                                                               (2.5)
                                              S = P (1+iс)[image: image4.png]


.                                               (3.1)
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                                           S m n = P (1 + j/m)   ,                                        (3.6)
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                                            S =                                                                 (4.1)
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-0



                                             S = P/ (1- f/m )                                                (4.5)
    Приравнивая  эти  формулы попарно,  можно  получить соотношения, выражающие зависимость между любыми двумя различными процентными ставками. 
    Рассмотрим несколько случаев.

    Приравнивая  соотношения (1.7) и (2.5), получим
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                                              1 + n i =            ,
    откуда
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                                                i =            ;                                                     (5.1)
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                                               d =             .                                                    (5.2)
    Из формул (1.7) и (3.1) имеем

                                              1 + n i = (1 + iс) [image: image86.png]


 ;

                                              i = [(1 + ic) – 1] / n;                                         (5.3) 
                                              iс = [image: image87.png]1o

TN



                                                                  (5.4)
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    Приравнивание  формул (1.7) и (3.6) дает
                                            1 + n i = (1 + j/m)    ;
                                            [image: image89.png]InP/S
mIn (1—fm)




                                                                                                                      (5.5)
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                                            j = m (     1  + ni  − 1).                                      (5.6)
    Для различных  случаев сложных процентов получаем уравнение эквивалентности, приравнивая формулы (3.1) и (3.6):
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                                          (1 + ic) = (1 + j/m)   ;
[image: image93.png]B=S/1+id", B=Sy1+i)?



                                             ic = (1 + j/m)   – 1; 
                                       (5.7)
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                                            j = m (   1 + ic – 1).                                            (5.8)
    Полученная по формуле (5.7) годовая ставка сложных процентов, эквивалентная номинальной процентной ставке, называется эффективной ставкой сложных процентов.
    Эффективную ставку сложных процентов полезно знать, чтобы оценить реальную доходность финансовой операции, или сравнить процентные ставки в случае, когда используются различные интервалы начисления. Очевидно, что значение эффективной процентной ставки больше значения номинальной, а совпадают они при  m = 1.

    Далее из формул (3.1) и (4.1)  имеем
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                                                                     ;                                                (5.9)
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             .                                                 (5.10) 
    Аналогичным образом получаем зависимости между любыми другими эквивалентными ставками. 
    Проанализировав полученные формулы, можно сделать два замечания:
    1. Эквивалентность различных процентных ставок никогда не зависит от величины первоначальной суммы p (для данного рассматриваемого случая, когда первоначальная сумма p предполагается одинаковой). 

    2.  Эквивалентность процентных ставок всегда зависит от продолжительности периода  начисления  за  исключением  случая  эквивалентности между собой сложных процентных ставок разного вида (если период начисления один и тот же).
    Используя для вычислений  формулы (3.1) и (4.1),  можно  построить таблицу, отражающую зависимость между эквивалентными ставками и ставками ссудных процентов (см. приложение, табл.2).  Видно, что небольшие  учетные ставки  имеют  эквивалентные  ставки  ссудного процента,  сопоставимые по величине,  но  сростом  учетных  ставок  разница  увеличивается очень быстро.

    Можно определить также  процентную ставку, эквивалентную данной, когда начальные условия полностью  или  частично не совпадают.  Данная ситуация может  возникнуть, например, если есть возможность выбора между различными коммерческими предложениями.
    Рассмотрим следующую задачу:

    Какова должна быть сложная учетная ставка dс, чтобы сумма P1, вложенная под эту ставку на n1 лет, достигла той же величины, что и сумма P2, вложенная  под сложную ставку ссудного процента iс на n2 лет?
    Поскольку финансовые результаты обеих операций должны быть равны, составляем следующее  уравнение  эквивалентности:
                                            [image: image98.png]o
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    Отсюда

                                                                                                                        (5.11)
    Можно решить уравнение относительно i, тогда
[image: image100.png]



                                                                                                                        (5.12)

    Аналогичные  зависимости  можно получать для любых видов процентных ставок.
    Принцип  эквивалентности также используется при решении  вопросов финансовой эквивалентности  платежей.
    Как определить, что выгоднее, заплатить сумму S1 через n1 лет  или  сумму  S2  через  n2  лет?  Будем считать, что S1 < S2  и  n1 < n2 (иначе задача имеет тривиальное  решение).
    В зависимости  от  размера процентной  ставки  (возьмем  для  примера  сложную  ставку ссудного процента),  под которую  могут  быть  вложены  деньги,  суммы S1 и S2  имеют  различные  современные  величины  P1 и P2:
[image: image101.png]


    
                                                                                         .

    Очевидно, что для ic = 0  S1 = P1  и  S2 = P2. 
    В этом случае выгоднее выплачивать меньшую сумму S1. Поскольку           n1 < n2, для достаточно больших ic будет выполняться P1 > P2 (см.рис.4). Тогда найдётся i0, уравнивающая ставка, при которой современные величины обеих сумм совпадут.                 
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L= n




        Рис. 4
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    Т.е.                                    
    откуда

[image: image104.png]


                                                                                                                         (5.13)
    Для всех ic < i0 предпочтительнее  вариант с меньшей суммой и меньшим сроком. Для ic > i0 − с большими. При ic =i0 финансовые результаты обеих операций эквивалентны.

    Аналогичные формулы могут быть получены для всех видов процентных ставок.

    ПРИМЕР 15

    Срок уплаты по долговому обязательству – полгода, учётная ставка равна 18%. Какова доходность данной операции, измеренная в виде простой ставки ссудного процента?

    Решение:
    Используем формулу (5.1):

                          i = 0,18/(1-0,5∙0,18) = 0,198= 19, 8%

    ПРИМЕР 16

    Рассчитать эффективную ставку сложных процентов, если номинальная ставка равна 24% и начисление процентов происходит ежемесячно.

    Решение:
[image: image105.png]


    Вычисление проводим по формуле (5.7):

                            ic= (1+0,24/12)   − 1 = 0,268 = 26,8%.

    ПРИМЕР 17
    Определить под какую ставку процентов выгоднее поместить капитал в 10 000 000 руб. на пять лет:

а) под простую ставку процентов 30% годовых;

б) под сложную ставку в 25% при ежеквартальном начислении?

    Решение:
[image: image106.png]


    В данном случае не обязательно считать величину наращенной суммы, получаемой при различных процентных ставках. Поэтому не важна величина первоначального капитала. Достаточно найти, например, простую процентную ставку, эквивалентную данной сложной ставке, воспользовавшись формулой (5.5):

                                i= [(1+0.25/4)   − 1] / 5 = 0.472=47, 2%.

    Так как простая процентная ставка (47,2%), которая дала бы  одинаковый  с  данной  сложной процентной  ставкой  результат,  значительно  превышает  предложенную (30%), ясно, что гораздо  выгоднее использовать  сложную  процентную ставку. Подсчитаем  теперь  наращенные суммы, получаемые в обоих случаях, чтобы выяснить,  насколько более выгодна  сложная ставка. Используем для этого  формулы (1.7) и (3.6):
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                          а)  S = 10 000 000∙(1 + 5∙0,3) = 25 000 000 (руб.)
    б)  S = 10 000 000∙(1 + 0,25/4)    = 33 618 521 (руб.)

    Ощутимая разница в результатах подтверждает сделанный ранее  вывод. Можно  заметить,  что  решение  примера  с использованием эквивалентных процентных ставок требует в два раза меньше вычислений.
     ПРИМЕР 18
    Определить номинальную ставку процентов, которая обеспечивала бы годовую доходность в 26%, если начисление процентов происходит ежемесячно.
    Решение
    По формуле (5.8) получаем
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                               j = 12(    1+ 0,26 − 1) = 0,234 = 23,4%.
    ПРИМЕР 19  
    Капитал, взятый в кредит, вложен  под  сложную ставку ссудного процента 22% годовых. Для расчета с кредиторами необходимо выплатить 30 000 000 через  два года  или  36 000 000  через три года. Какой вариант предпочтительнее?
    Решение
    По  формуле (5.13)  найдем  уравнивающую процентную ставку i0:
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    Данная нам ставка 22%  больше найденной, следовательно, современная величина второй (большей) суммы  оказывается меньше, предпочтительнее  отдать её  через  три  года.
6.  УЧЕТ  ИНФЛЯЦИОННОГО   ОБЕСЦЕНИВАНИЯ  ДЕНЕГ  В  ПРИНЯТИИ  ФИНАНСОВЫХ  РЕШЕНИЙ

    Инфляция  характеризуется  обесцениванием национальной  валюты (т.е. снижением  ее  покупательной  способности)  и  общим  повышением  цен  в  стране.  Очевидно, что в различных случаях влияния  инфляционного процесса  сказывается  неодинаково. Так, если кредитор  (инвестор)  теряет  часть  дохода  за счет обесценивания денежных средств,  то  заемщик  может получить  возможность погасить задолженность  деньгами  сниженной  покупательной  способности.
    Во избежание  ошибок  и  потерь в условиях снижения  покупательной способности денег рассмотрим  механизм  влияния  инфляции  на  результат   финансовых  операций и проведем несложные математические расчеты и преобразования. 

    Пусть Sα  −  сумма,  покупательная  способность которой с учетом инфляции  равна  покупательской  способности суммы  при отсутствии  инфляции.  Через ΔS обозначим разницу между этими суммами.
    Отношение ΔS/S,  выраженное в процентах,  называется  уровнем инфляции. 
    При расчетах  используют относительную  величину  уровня инфляции – темп инфляции  α.
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    Тогда  для определения Sα  получаем следующее  выражение:
                                      Sα  = S + ΔS = S + S α = S (1 + α).                              (6.1)
    Величину (1+ α), показывающую, во сколько раз Sα  больше  S (т.е. во сколько раз в среднем выросли цены), называют индексом инфляции Iи.
                                            Iи = 1 + α.
    Динамика индекса инфляции за несколько лет отражает изменения, происходящие в инфляционных процессах. Понятно, что повышение индекса инфляции за определённый период по сравнению с предыдущим таким же периодом указывает на ускорение инфляции, снижение – на уменьшение её темпов.
    Пусть α – годовой уровень инфляции. Это значит, что через год сумма S ́α  будет больше суммы S в (1+ α) раз. По прошествии ещё одного года сумма   

S˝α  будет больше суммы  S ́α  в (1+ α) раз, т.е. больше суммы S в (1+ α)ⁿ  раз.

Отсюда видно, что инфляционный рост суммы S при годовом  уровне инфляции  α – то же самое, что наращение суммы S по сложной годовой ставке процентов α.
    Те же рассуждения применяются, если вместо года берётся любой другой временной интервал (квартал, месяц, день и т.д.).

    Очень важно запомнить, например, если каждый месяц растут цены на 2%, то за годовой уровень инфляции принимают 2% · 12 = 24%. Такие расчёты часто используют банки и финансовые компании, привлекая клиентов вкладывать средства, к примеру, под 25% годовых. Между тем, если уровень инфляции составляет 2% в месяц, это значит, что за месяц цены вырастают в (1+0,02) = 1,02 раза, а за год – в 1,02¹² = 1,268 раза. Значит, годовой темп инфляции составляет 1,268 – 1 = 0,268, т.е. годовой уровень инфляции достигает 26,8%.  После такого расчета процентная  ставка  25% годовых теряет  свою  инвестиционную  привлекательность  и  может  рассматриваться  лишь  в  плане  минимизации  потерь  от  инфляции. 
    Рассмотрим  теперь  различные случаи  задания  уровня  инфляции. 
    Если  известен  годовой  уровень  инфляции  α, то за период в n лет (при том, что n  = na + nb  и  na – целое  число лет, nb – оставшаяся нецелая часть  года)  индекс инфляции,  очевидно,  составит  следующую  величину:  
                                           Iи = (1 + α)ⁿª (1 + nb α).                                           (6.3)
    В  некоторых случаях  может  быть  задан  уровень  инфляции αm   за  короткий  (меньше  года)  интервал.  Тогда  за  период,  составляющий  m  таких интервалов,  индекс  инфляции  будет  равен

                                              Iи = (1 + αm) [image: image112.png]


 .                                                       (6.4)

    Теперь  можно  приложить  изложенные  в  предыдущих  главах  варианты  начисления  процентов  к  условиям  инфляционной  экономики.

    Если  в  обычном  случае  первоначальная  сумма P при  заданной  ставке  процентов  превращается  за  определенный  период  в  сумму  S, то  в  условиях  инфляции  она  должна  превратиться  в  сумму Sα,  используем  формулу (1.7):
                                          Sα = P (1 + iα).
    Для  данной  суммы  можно  записать  еще  одно  соотношение:
                                          Sα = P (1 + i) (1 + α),

    а  затем  составить  уравнение эквивалентности:
                                        (1 + iα) = (1 + i) (1 + α),   
    из  которого  следует,  что

                                                   iα  = i + α + I α.                                                      (6.5)
    Мы  получили,  таким  образом, формулу  И.Фишера, в которой  сумма  (α + i α) является  величиной,  которую  необходимо  прибавить  к  реальной  ставке  доходности  для  компенсации   инфляционных  потерь.  Эта  величина  называется  инфляционной  премией. 
    Зная  формулу И.Фишера,  можно избежать еще  одной  распространенной  ошибки.  Часто  для подсчета  процентной  ставки,  учитывающей  инфляцию,  к  величине  реальной  ставки  доходности  просто  прибавляют  величину  темпа инфляции, т.е. если  i = 25% и α = 15%, то  за  процентную  ставку,  учитывающую  инфляцию,  принимается  сумма (i + α) = 25 + 15 = 40%. Но нужно  помнить, что  существует  еще  произведение (i α),  величина  которого  тем  больше,  чем  больше  значения  i и α.  В  нашем  примере  оно  составляет  0,15 · 0,25 = 0,0375 = 3,75%.  Наверное не стоит, пренебрегать даже такой, на первый взгляд, небольшой величиной. Ведь когда счет идет на десятки миллионов,  каждый процентный пункт — это сотни тысяч рублей.  

    Рассмотрим теперь различные случаи начисления |процентов  с учетом инфляции. При этом всегда удобно пользоваться значением индекса инфляции за весь рассматриваемый период.

    Для простых процентных ставок по формуле (1.7) получаем 
                                                  Sα = P (1 + n iα). 

    В то же время должно выполняться равенство:

                                                  Sα = P (1 + n i) Iи. 

    Составим уравнение эквивалентности:

                                                 1 +  n iα = (1 + n i) Iи.

    из которого получаем
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    Для простых учетных ставок аналогичное уравнение эквивалентности будет иметь вид:
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                                                                                                                       (6.7)

    Для случая сложных процентов используем формулу (3.1):
                                                      Sα = (1 + icα)ⁿ;
                                                      Sα = (1 + ic)ⁿ lи.
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    Отсюда
                                                      icα = (1 + ic)   Iи – 1.                                  (6.8)
    Если начисление процентов происходит несколько (m) раз году, используем  формулу  (3.6):
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                                       (1 + jα/m)    = (1 + j/m)   Iи.
    Отсюда
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                                                 jα = m [(1 + j/m)      Iи – 1].
[image: image120.png]4



    Таким же образом получаем две формулы для случая сложных учетных ставок:


                             (6.10)
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                                                                                                               (6.11)
    Используя полученные формулы, можно находить процентную ставку,  компенсирующую потери от инфляции, когда заданы процентная  ставка, обеспечивающая желаемую доходность финансовой операции, и уровень инфляции в течении  рассматриваемого  периода.
Эти формулы можно преобразовать и получить зависимость
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 i от iα или  любую  другую. Например, из формулы (6.6) можно  получить формулу, позволяющую определит реальную доходность финансовой операции, когда задан уровень инфляции  и простая  ставка процентов,  учитывающая  инфляцию:

                                                                  (6.12)
[image: image123.png]


  Из формулы (6.8) получаем аналогичную формулу для случая сложных процентов:
                                                                                                                (6.13)
    Подставив  в  последнюю формулу  вместо  индекса  инфляции  выражение  (1 + α)ⁿ,  получим  простую  формулу:
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                                                                                                                  (6.14)
    отражающую  несколько  очевидных  соображений:
    если  icα = α (доходность  вложений  и  уровень  инфляции  равны),  то  

ic = 0,  т.е. весь  доход  поглощается  инфляцией;
    если  icα < α (доходность  вложений  ниже  уровня  инфляции),  то ic < 0,  т.е.  операция  приносит убыток;

    если  icα > α (доходность  вложений  выше  уровня  инфляции),  то ic > 0, т.е. происходит реальный  прирост  вложенного  капитала.
    ПРИМЕР 20

    Первоначальный  капитал  в  размере  20 000 000 руб. выдан  на  два  года. Реальная  доходность операций  должна  составить 10% годовых  по  сложной  ставке  ссудного процента.  Ожидаемый  уровень  инфляции   составляет  15% в год.  Определить  множитель  наращения, сложную ставку  процентов,  учитывающую инфляцию, и наращенную  сумму.
    Решение 
    По  формуле (6.3) получаем 
                                                   Iи = (1 + 0,15)² = 1,3225.
    Множитель  наращения  и  номинальная  ставка  доходности  равны:

                                                  kн.c =  (1 + 0,1)² = 1,3225.
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                                    icα = (1 + 0,1)     1,3225 – 1 = 0,265 = 26,5%.
    Далее  для  наращенной  суммы  получаем
                                  S = 50 000 000 (1 + 0,265)² = 80 011 250 (руб.)
    ПРИМЕР 21
Первоначальный  капитал в размере 20 000 000 руб. выдается  на три года,  проценты начисляются  в  конце  каждого  квартала  по  номинальной  ставке  8%  годовых. Определить номинальную  ставку  процентов  и  наращенную  сумму  с  учетом инфляции,  если  ожидаемый  годовой  уровень  инфляции  составляет 12%.
    Решение

    Воспользуемся  формулой  (6.3):

                                                      Iи = (1 + 0,12)³ = 1,4
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    По  формуле  (6.9) имеем

                                     jα = [(1 + 0,08/4)     1,4 – 1] 4 = 0,107 = 10,7%.
    Отсюда

                                   S = 20 000 000 (1 + 0,107/4)¹² = 27 454 048 (руб.).

    ПРИМЕР 22

    При  выдаче  кредита  должна  быть  обеспечена  реальная  доходность  операции,  определяемая  учетной  ставкой 5% годовых. Кредит  выдается  на  полгода,  за  которые предполагаемый  индекс  инфляции  составит  1,06.  Рассчитать значение  учетной  ставки,  компенсирующей  потери  от  инфляции.
    Решение
    Производим  вычисления  по  формуле (6.7):
                            dα  = (1,06 – 1 + 0,5 · 0,05)/( 1,06·0,5) = 0,16 = 16%. 
    ПРИМЕР 23
    Определить реальную  доходность финансовой операции, если при уровне инфляции 0,9%  в  месяц  выдается  кредит  на  два  года  по  номинальной  ставке сложных процентов:
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                                                                                                                 (6.15)
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    По  формуле  (6.4):

                                     Iи = (1 + 0,009)   = (1,009³) =  1,027 .
    Отсюда 

                             j = [0,15 + 4(1 – 1,027)]/1,027 = 0,038 = 3,8%.
    ПРИМЕР 24

    Определить, какой  реальной  убыточностью  обладает  финансовая  операция,  если  при  уровне  инфляции  14%  в  год  капитал  вкладывается  на  один  год  под  номинальную  ставку  8%  при  ежемесячном  начислении.
    Решение
    Находим сначала  индекс  инфляции:

                                          Iи = 1 + 0,14 = 1,14.
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    Далее  используем  формулу  (6.15):

                     j = [0,08 + 12(1 −    1,14)]/    1,14  =  -0,051 = -5,1%. 
    Таким образом, данная  операция  будет  приносить  5,1%-ный  убыток.
7. АННУИТЕТЫ
    В  большинстве современных  коммерческих операций подразумеваются  не  разовые  платежи,  а  последовательность  денежных  поступлений (или, наоборот, выплат)  в  течение определенного  периода.  Это  может  быть  серия  доходов и  расходов  некоторого предприятия,  выплата  задолженностей,  регулярные  или  нерегулярные  взносы  для  создания  разного  рода  фондов  и т.д. Такая  последовательность  называется  потоком  платежей.  
    Поток  однонаправленных платежей  с  равными  интервалами  между  последовательными платежами  в  течение  определенного  количества  лет  называется  аннуитетом (финансовой рентой).
    Теория  аннуитетов является  важнейшей частью  финансовой  математики.  Она  применяется  при  рассмотрении  вопросов  доходности  ценных  бумаг, в инвестиционном  анализе  и т.д.  Наиболее  распространенные  примеры аннуитета:  регулярные  взносы  в  пенсионный  фонд,  погашение  долгосрочного  кредита,  выплата  процентов  по  ценным  бумагам.  
    Аннуитеты  различаются  между  собой  следующими  основными  характеристиками:

    • величиной  каждого  отдельного  платежа;
    • интервал  времени  между  двумя  последовательными  платежами  (периодом  аннуитета);

    • сроком  от  начала  аннуитета до  конца  его  последнего  периода  (бывают  и  неограниченные  по  времени  − вечные аннуитеты); 

    • процентной  ставкой, применяемой  при  наращении  или  дисконтировании  платежей.
    Аннуитеты,  для  которого  платежи  осуществляются  в  начале  соответствующих  интервалов,  носит  название  аннуитета  пренумерандо;  если  же  платежи  осуществляются  в  конце  интервалов,  мы  получаем  аннуитет  постнумерандо  (обыкновенный  аннуитет) – пожалуй, самый  распространенный  случай. 
    Наибольший  интерес с  практической  точки  зрения представляет аннуитеты,  в  которых  все  платежи равны  между  собой (постоянные  аннуитеты), либо  изменяются  в  соответствии  с  некоторой закономерностью. Именно такие  аннуитеты мы и изучим в дальнейшем. 
    Введем  следующие  обозначения:

    P – величина каждого  отдельного  платежа;

    ic – сложная  процентная ставка,  по  которой  начисляются  проценты; 
    Sk – наращенная сумма  для  k-го платежа  аннуитета постнумерандо;

    S – наращенная (будущая) сумма  всего  аннуитета  постнумерандо (т.е. сумма  платежей с процентами);
    Ak – современная величина k-го платежа аннуитета постнумерандо; 

    А – современная величина всего аннуитета  постнумерандо (т.е. сумма  современных  величин  всех  платежей);

    Sп  – наращенная  сумма аннуитета пренумерандо;

    Ап – современная величина аннуитета пренумерандо;

    n – число платежей.
    Рассмотрим  аннуитет  постнумерандо с ежегодным  платежами  Р в течение n лет, на которые  начисляются  проценты  по  сложной  годовой  ставке  iс (см. приложение, рис. 5).
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    Сумма S1 для первого платежа,  проценты на  который  будут начисляться, очевидно, (n – 1) раз, составит  по формуле (3.1):

                                                   S1 = P(1 + ic)     .
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    Для второго  платежа  (проценты  на  него  будут  начисляться  на  один  год меньше) имеем

                                                    S2 = P(1 + ic) 
    и так далее.  На  последний  платеж,  произведенный в конце n-го года,  проценты  уже  не  начисляются, т.е.

                                                   Sn = P.
    Тогда  для  общей  наращенной  суммы имеем
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                                                                                                                          (7.1)

где ki,n – коэффициент наращения  аннуитета с параметрами i,  n – представляет  собой, как можно заметить, сумму  членов геометрической  прогрессии,  для  которой  первый  член a1 равен 1, а знаменатель (назовем  его q)  составляет (1 + ic). 
    Используя  математическую  формулу  для  суммы  геометрической  прогрессии:              
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    запишем 
выражение (7.1) в более  удобном  для  вычисления  виде:
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                                                                                                                       (7.2)
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    Для коэффициента наращения,  соответственно,  имеем 

 
                                                              (7.3)
    Найдем  теперь  современную  величину А  данного  аннуитета (см. приложение, рис. 6).

    При  заданной процентной ставке ic современное  значение  каждого  платежа будет  определяться  по  формуле:
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    Современная  величина  всего  аннуитета,  следовательно, составит

[image: image140.png]wp(1 +igd =L

n- i




   

    где  аi,n – коэффициент приведения аннуитетов, опять является  суммой  геометрической  прогрессии,  теперь  уже  с  параметрами  a1 = q =1/(1 + ic).
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    Тогда  для аi,n получаем  выражение:

                                                                                                                         (7.4)

    для  современной  величины  А  соответственно
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                                                                   (7.5)
    Как видим, современная  величина  и  наращенная  сумма  аннуитета связаны между собой соотношением:
                                                      S = A (1 + ic)ⁿ.                                           (7.6)

    Из  полученных  формул путем преобразований легко получить еще несколько формул.
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    Так,  для  определения размера очередного платежа (Р) имеем

   
                                                                     (7.7)
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                                                                     (7.8)
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    Для определения  срока аннуитета (n) при прочих заданных условиях, получаем

                                                                         ;                                               (7.9)
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                                                                           (7.10)
    Для конкретных вычислений выбирается одна из двух формул каждой пары в зависимости от заданных  известных величин.
    Рассмотрим далее аннуитет  пренумерандо с теми же начальными условиями (см. приложение, рис. 7).
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    Отличие от предыдущего случая состоит здесь в  том ,  что период  начисления процентов  на  каждый  платеж  увеличивается  на  один  год,  т.е.  каждая  наращенная  сумма  Sk увеличивается в (1 + ic) раз. Следовательно, для  всей суммы Sп имеем

                                                                      (7.11)
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    Для коэффициента  наращения  аннуитета  пренумерандо ki,n   получаем следующее  соотношение:  
                                                   ki,n  =  ki,n  ·(1 + ic).                                     (7.12)
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    Можно  также  заметить,  что для определения  современных  значений  каждого  платежа  дисконтирование  по  заданной  ставке  ic проводится  на  один  раз  меньше, чем  в  случае  аннуитета  пренумерандо.  Поэтому  каждая  современная  величина  Аk будет  больше  в  (1 + i) раз. Таким  образом,
                                                                                                                                                                          (7.13)
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    Для  коэффициента приведения а i,n получаем

                                              а i,n  = аi,n(1 + ic).                                               (7.14)
    Для нахождения размера  платежа и срока аннуитета  пренумерандо можно  по  формулам (7.11) и (7.13)  найти  для  значений  Sп  и  Ап  соответствующие значения S и А и пользоваться далее  формулами, выведенными  для  аннуитета постнумерандо.
    Для  определения  коэффициентов  наращения  и  приведения  обыкновенного аннуитета существуют таблицы,  которыми  удобно  пользоваться в практических  вычислениях.  Максимальные процентные ставки в таких таблицах обычно  не  превышают 30−40%,  что значительно ниже размера процентных ставок, применяемых в России в настоящее  время.  Но нужно иметь  в  виду, что n в данном случае – не число лет, а число периодов одинаковой продолжительности (день, месяц, квартал и т.д.), в которых принята  данная  процентная  ставка. Таким образом,  если  задана годовая  процентная ставка, можно найти  эквивалентную ей ставку на более  коротком интервале и рассматривать далее n как число таких интервалов.
    Если  срок  аннуитета n не ограничен, мы получаем случай вечного аннуитета. Для аннуитета постнумерандо выражения для наращенной суммы и современной  величины приобретут следующий вид:         
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                                                                                                                             (7.15)
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                                                                                                                   (7.16)
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    Для аннуитета  пренумерандо, соответственно,  получаем
                                                                                                                     (7.17)
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                                                                        (7.18)
    Таким образом,  различие  между  типами  вечных  аннуитетов,  естественно, сказывается на определении  их  современной  величины.
    Не  менее  важен  случай,  когда  последовательность  платежей  изменяется  по  некоторому  закону, и, следовательно,  также  может  быть  описана  с  помощью  математических  средств.
    Рассмотрим  обыкновенный  аннуитет,  в  котором  платежи  постоянно  увеличиваются  на определенную  положительную  величину h, т.е. являются  арифметической  прогрессии с первым членом а1 = Р  и  разностью h. Т. с. Платежи  представляют  собой  ряд: 
                                                  Р, Р + h, P + 2h, . . .  P + (n – 1)h.
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    Для наращенной суммы всего аннуитета получаем следующее  выражение:
    S =  P(1 + ic)    + (P + h)(1 + ic)    + (P +2h)(1 + ic)   + … + [P + (n −1)h]. 
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    Умножим  обе части данного равенства на (1 + ic) и вычтем первое выражение из полученного после умножения:
   S·ic = P(1 + ic)ⁿ − [P + (n – 1)h] + h(1 + ic)      + h(1 + ic)    + … + h(1 + ic).
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    Видно, что часть полученного равенства представляет собой сумму членов геометрической прогрессии,  где а1 = h(1 + ic); q = (1+ ic). После  несложных  преобразований получаем:
                                                                                                                      (7.19)
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    Найдем теперь современное значение аннуитета А.
                                                                                                                       (7.20)    
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    Умножим обе части равенства  на (1 + ic)ⁿ.
          A(1 + ic)ⁿ = P(1 + ic)[image: image165.png]&



    + (P + h)(1 + ic)   + … + [P + (n – 1)h] = S.
    Как  видим,  в  данном  случае верна  формула  (7.6). полученная  ранее  для  обыкновенного  аннуитета:      

                                                            А (1 + ic)ⁿ = S, 
    отсюда
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                                                                                                                       (7.20)
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    Возможен  также  случай,  когда  платежи постоянно  возрастают в q раз, т.е.  являются членами геометрической прогрессии:
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                                         P, Pq, Pq², …, Pq    .
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    Тогда  для  наращенной  суммы аннуитета имеем
                             S = P[(1 + ic)    + q(1 + ic)    +q²(1 + ic)     + … +q    ].
    В квадратных скобках мы получили  геометрическую  прогрессию с первым  членом а1 = (1 + ic)ⁿ  и  знаменателем q/(1 + ic). Используя  опять  формулу  для  суммы  геометрической  прогрессии,  получаем  выражение  для S: 
                                            S = P [qⁿ – (1 + ic)ⁿ]/[q – (1 + ic)].
    Очевидно,  чтобы  найти современное значение аннуитета А, здесь также можно применить формулу (7.6):

                                           A = P[qⁿ/(1 + ic)ⁿ – 1]/[q – (1 + ic)]. 
    Теперь  мы  имеем  возможность решить пример по определению потока  платежей произвольной величины.
    ПРИМЕР 25

    Найти современную  величину  потока  платежей, определяемого  следующим образом:  первый год – поступления 500 ам. долл., второй год – поступления 200 ам. долл.,  третий год – выплата 400 ам. долл.,  далее в течение семи лет – доход по 500 ам. долл. Ставка дисконтирования – 6% годовых.
    Решение

    В данном примере  поток  платежей в течение последних семи лет представляет  собой постоянный аннуитет. По форме (7.5)  мы можем  рассчитать  его  современную величину А0.  Нельзя  забывать,  что  это  будет  современная  величина на момент начала  четвертого  периода:
                                    А0 = 500 · 5,58 = 2791 (ам. долл.) 
Далее,  используя  формулу (3.11), находим  современные значения  на  момент  начала  потока  платежа  для  всех  оставшихся  платежей и величины А0: 
                                  А1 = 500 · 0,953 = 471,5 (ам. долл.);

                                  А2 = 200 · 0,89 = 178 (ам. долл.);
                                  А3 = -400 · 0,840 = -336 (ам. долл.);

                                  А4 = 2791 · 0,840 = 2344,44 (ам. долл.).

    Складывая  получившиеся  величины,  находим  современную  величину всего  потока платежей:
                                   А = А1 + А2 + А3 + А4 = 2657,94 ам. долл.
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Во всех случаях, когда в произвольном  потоке  платежей  встречаются серии,  которые  могут  быть  описаны  как  постоянные или  изменяющиеся  по  некоторому  закону  аннуитеты, следует  обращать  внимание  на  начальный  момент  и  срок  этих  аннуитетов,  не  совпадающие  с  начальным  моментом  и  сроком  полного  потока  платежей.
    Следующий  этап нашего  изучения – конверсия аннуитетов.
    Под конверсией аннуитетов  понимается  такое  изменение   начальных  параметров  аннуитета,  после которого новый аннуитет  был бы эквивалентен данному. 
    Два аннуитета считаются эквивалентными,  если  равны  их современные  величины, приведенные к одному  и  тому  же  моменту времени.  
    На практике необходимость рассчитать параметры эквивалентного  аннуитета  чаще  всего  возникает  при  изменении  условий выплаты долга, погашения  кредита  или  займа  и т.п.  При  этом конверсия  может  произойти  как  в  момент начала аннуитета (на этот момент  и  рассчитываются современные  величины  эквивалентных аннуитетов), так  и после выплаты  некоторой  части аннуитета.  В последнем случае  все расчеты  производятся  на  остаток  долга  в  момент  конверсии.  
    Рассмотрим  наиболее  распространенные случаи  конверсии  постоянных аннуитетов.

    1.  Через  некоторый  промежуток  времени n0 (он может быть  равен  и  0)  после  начала  аннуитета  весь  остаток долга  может  быть выплачен  за  один  раз (выкуп аннуитета). Очевидно, что в этом случае  величина выплачиваемой суммы  будет равна современной величине остатка  аннуитета, рассчитанной для срока n1 = n – n0.
    2.  Может  возникнуть задача,  обратная  предыдущей: задолженность  погашается  частями, в виде выплаты постоянного аннуитета, и требуется определить  один  из  параметров  аннуитета  при  заданных  остальных.  Поскольку  здесь  известна  сумма  долга, т.е.  современная  величина аннуитета, для нахождения  неизвестного параметра  используем  формулы (7.8)  или  (7.10).
    3. Период  выплаты  долга  может  быть изменен при сохранении  прежней процентной ставки. Величину Р1 платежа  для  срока  n1 находим, используя  уравнения эквивалентности (приравниваются  современные  значения  аннуитетов):
                                                                                        
Отсюда 

                                                                       .

    Очевидно, что, если  срок  аннуитета  увеличится,  значение Р сохранится, и наоборот.
    4.  Может  возникнуть ситуация, когда величина  платежа Р должна  быть  изменена в ту или другую сторону.  Рассмотрим данный  случай на примере 26.

    ПРИМЕР 26
    Для  погашения  кредита,  выданного  под  сложную  процентную  ставку 4% годовых, в течение 10 лет должны вноситься  ежегодные  платежи  в  размере 5 000 ам. долл.  Изменившиеся  условия дают  возможность  с  самого  начала  вносить  по  7 500  ам. долл. Определить  новый  срок  n1. за который долг  будет  полностью  выплачен.
    Решение
    Рассчитаем  сначала современную величину  имеющегося аннуитета (которая и представляет собой  величину  долга  на  начальный  период).

    По  формуле (7.5) получаем

                      А = 5 000 [1 – (1 + 0,04)     ]/0,04 = 40554,5 (ам. долл.).  

    Далее для  изменившегося Р найдем коэффициент  приведения аннуитета по той же формуле:
                        аi,n = A/P1 = 40554,5 ам. долл./ 7500 ам. долл. = 5,4.
    Значение n,  более всего подходящее данному коэффициенту при процентной  ставке 4%, это n1 = 6(приближенно).  Поскольку  значение  n1 найдено приближенно, необходимо рассчитать  современное  значение  нового  аннуитета:

                         А1 = 7 500 [1 – (1 + 0,04)  ]/0,04 = 39 316 (ам. долл.).  
    Если  величины платежей  изменяться не  могут, недостающая  сумма  А0 = 40 554,5 – 39 316 = 1238,5 (ам. долл.)  должна  быть  выплачена  кредитору сразу.
    5.  Начало выплаты задолженности  при  заданной процентной  ставке  ic может  быть  отсрочено:

    а) при сохранении размера платежа;

    б) при сохранении срока  выплаты.

    Очевидно,  что  в первом  случае должен увеличиться  срок  аннуитета, а во втором – величина платежа.

    Обозначим  через n0 период отсрочки.  Тогда на момент начала выплаты, сумма долга А1, которая  должна  являться  современной  величиной нового аннуитета,  составит  по  формуле  сложного  процента: 
                                                  А1 = а(1 + ic)  .

    Отсюда  получаем  уравнение  эквивалентности:
                                   P1[1 – (1 + ic)    ] = P[1 – (1 + ic)   ] · (1 + ic)  
    Далее  поступаем аналогично  рассмотренным ранее случаям. В первом варианте находим значение n1 продолжительности  нового  аннуитета  при  заданном  значении  Р1 = Р(n1 будет найдено приближенно, поэтому потребуется выплата  компенсирующей суммы, см. пример 26). Во втором – величину платежа Р1  при  n1 = n – n0. 
    6.  В некоторых случаях  может  потребоваться объединение  нескольких аннуитетов  в  один (консолидация аннуитетов). При этом объединяемые  аннуитеты  могут  быть  любыми, а в искомом  объединяющем  аннуитете  один  из  параметров  неизвестен  при  всех  остальных  заданных.

    ПРИМЕР 27 
    Два аннуитета с параметрами:

    1)  величина  платежа – 2 000 ам. долл., процентная  ставка – 5% годовых, срок – 12 лет;
    2)  величина  платежа – 3 500 ам. долл., процентная ставка – 6% годовых, срок – 10 лет;
требуется заменить одним – со сроком 10 лет и процентной ставкой 6% годовых.
    Определить величину нового платежа.
    Решение
    Найдем сначала общую современную величину  двух  аннуитетов. По  формуле (7.5)  имеем

                                        A = A1 + A2 = 2 000[1 – (1 + 0,05)  ]/0,05 + 
+ 3 500 [1 – (1 + 0,06)    ]/0,06 = 17 726,5 + 25 760,3 = 43 486,8 (ам. долл.)    
    Далее по  формуле  (7.7)  находим  величину нового платежа:

                          Р = 43 486,8 · 0,06/[1 – (1 + 0,06)   ] = 5 930 (ам. долл.)
    Нам остается теперь рассмотреть важное практическое приложение теории  аннуитетов – составление различных вариантов (планов) погашения задолженности.  При  составлении плана погашения интерес представляют  размеры  периодических платежей заемщика – выплаты процентов и выплаты по погашению основанной суммы долга – при различных  условиях погашения (такие платежи носят название срочных уплат). 
    Основных вариантов погашения задолженности – четыре:

    1.  Займы без обязательного погашения,  по  которым  постоянно выплачиваются проценты.  Задача в данном случае заключается в нахождении размера выплачиваемой суммы Р при  заданной процентной ставке i. Мы имеем  здесь случай вечного аннуитета. Размер платежа определяется по формуле (7.15), из которой получаем

P =Aic
    2.   Погашение  долга в один срок. 

    Если заемщик должен вернуть всю сумму долга в конце срока, целесообразным  бывает  создание погасительного (амортизационного) фонда, для чего  периодически  вносятся  определенные суммы, на которые  начисляются проценты.
    Если  процентная ставка, под которую  вносятся  средства, не превышает размера ставки, под  которую выдается  заем,  создание  погасительного  фонда  не  имеет  смысла. Выгоднее сразу расплачиваться  этими  суммами с кредитором. 
    Введем  обозначения:

    D – основная сумма долга (без процентов);

    ic – ставка процентов по займу;
    I – процент по займу;
    P – размер взноса в погасительный фонд;

    g – ставка, по которой начисляются проценты на взносы в фонд;

    Y – величина срочной уплаты;

    N – срок займа.
    Найдем  величину срочной уплаты Y и ее составляющих (Y = I + P).
    По определению I = D ic.

    Сумма, накопленная  в  погасительном фонде  за n лет, т.е. наращенная сумма  аннуитета с параметрами P, n, g, должна  составить  величину D. По формуле (7.2) получаем 
                                             D = P[(1 + g)ⁿ –  1]/g.

    Отсюда

                                             P = D g /[(1 + g)ⁿ – 1].

    Значит,  в  данном случае величина срочной уплаты  определяется формулой:

                                  Y = D ic + D g / [(1 + g)ⁿ – 1].  
    Если проценты не выплачиваются, а присоединяются к основной сумме долга, то срочная уплата будет  состоять  из  взносов в погасительный фонд.
    Общая сумма долга составит по формуле (3.1) величину D (1 + ic)ⁿ, откуда получаем
                                    Y = P = D (1 + ic)ⁿ g / [(1 + g)ⁿ – 1].
    3. Погашение долга равными суммами 
    Пусть долг погашается в течение n лет равными суммами, а проценты периодически выплачиваются. Тогда  на погашение постоянно идут платежи размером D/n, а процентные выплаты ежегодно сокращаются, так как уменьшается основная сумма долга. 
    Обозначим

         Dk – сумма долга после k-го года:
         Ik – процентная выплата за k-й год.
    Тогда

         D1 = D – D/n = D (1 – 1/n);

         I1 = D ic;

         Y1 = D ic + D/n

    На конец  второго  года  получаем 
         D2 = D1 – D/n = D (1 – 2/n);
         I2 = D (1 – 1/n)ic;
         Y2 = D (1 – 1/n)ic + D/n, и т.д.

    Для определения размера срочной уплаты и процентного платежа после k-го года получаем
         Dk = D (1 – k/n);
         Ik = D [1 – (k – 1)/n] ic;
         Yk = D [1 – (k – 1)/n] ic + D/n.
    На конец срока, т.е. n-го  года имеем 

         Dn = D (1 – n/n) = 0;

         Yn = D [1 – (n – 1)/n] ic +D/n = D (1 + ic)/n.
    Видно, что самые большие суммы приходится платить в начале периода погашения, что может в большинстве случаев расцениваться  как  недостаток  этого метода  погашения  задолженности.
    4. Погашение долга с использованием постоянных срочных уплат
    Пусть займ величиной D, выданный под  сложную годовую процентную ставку ic, погашается в течение n лет равными срочными уплатами Y = I + P. Понятно, что со временем составляющая I (проценты по займу)  будет уменьшаться, так как уменьшается основная сумма задолженности.  Соответственно, составляющая  Р  (сумма, идущая  на  погашение  займы) будет увеличивается.

    Выведем  формулу для расчета суммы  процентных  денег  и  суммы  на  погашение долга  на конец k-го года.
    Периодическая выплата постоянной суммы Y при заданной процентной ставке ic в течение n лет является аннуитетом с соответствующими параметрами. 

    Поэтому величина срочной уплаты определяется по формуле (7.9):
         Y = D/ai,n (ai,n -  коэффициент приведения ренты).

    Обозначим через Рk сумму, идущую на погашение займа в конце –го года, запишем  следующие  соотношения: 

    1) Ik + Pk = Ik+1 + Pk+1;

    2) Dk = Dk-1 – Pk;

    3) Ik = Dk-1 ic, откуда Dk-1 = Ik/ic;

    4) Ik+1= Dkic, откуда Dk = I k+1/ic.
    Произведя различные преобразования получаем 

                                   Ik = D k-1 ic = Dic – D(1/ai,n – ic)[(1 + ic) −1].
    Когда займ погашается постоянными срочными уплатами, их величина может быть  заранее  задана,  и  тогда  возникает  задача  определения периода погашения долга n. Вопрос определения срока аннуитета рассматривался  ранее в связи с конверсией аннуитетов. При этом для выполнения принципа эквивалентности необходимо было доплатить недостающую  сумму (возникающую  в  результате округления полученного n) в начале периода погашения. Вместо этого возможно также небольшое изменение размера срочных уплат.
    Рассмотрим для прояснения ситуации пример.

    ПРИМЕР 28

    Займ в размере  12 000 ам. долл.  выдан  под сложную процентную ставку 4%  годовых.  Определить продолжительность периода погашения, если заемщик собирается выплачивать ежегодно по 1 500 ам. долл. Составить график погашения долга.0
    Решение

    Рассчитаем сначала коэффициент приведения аннуитета а4,n:
                          а4,n  = A/P = 12 000 ам. долл. / 1 500 ам. долл. = 8. 
    По таблице определим приблизительно n, соответствующее  данному  коэффициенту и процентной ставке 4%. Так как n=10 соответствует коэффициент а4,10 = 8,11, возьмем n=9 и рассчитаем  для этого  срока  и современной величины  А=12 000 ам. долл. новое  значение платежа Р. Используем для этого формулу (7.8):

                         P =A/a4,9  = 12 000 ам. долл..7,435 = 1 614 ам. долл. 
    Составим теперь график погашения долга, в который должны входить процентные выплаты, расходы по погашению долга, остаток долга на конец каждого года.
    Используя выведенные ранее формулы, находим искомые значения:
	Год
	Сумма долга на

конец года

  
	Срочная уплата
(Y)
	Проценты  (I)
	Выплата на
Погашение (Р)

	1

2

3

4

5

6

7

8

9


	10 866,0

9 686,67

8 460,2

7 184,6

5 858,0

4 478,32

3 043,5

1 551,23

0
	1613,99

1613,99

1613,99

1613,99

1613,99

1613,99

1613,99

1613,99

1613,99
	480,0

434,64

387,47

338,4

287,4

234,32

179,13

121,73

62,04
	1133.98

1179,35

1226,5

1275,58

1326,6

1379,67

1434,86

1492,25

1551,9


8. ДИВИДЕНДЫ И ПРОЦЕНТЫ ПО ЦЕННЫМ БУМАГАМ.
ДОХОДНОСТЬ ОПЕРАЦИЙ С ЦЕННЫМИ БУМАГАМИ

    Вложения денежного капитала в различного вида ценные бумаги (долевое участие в предприятиях, займы другим предприятиям под векселя или иные долговые обязательства) – важнейший  элемент  развивающейся рыночной экономики. Цель финансовых  вложений – получение дохода и/или сохранение капитала от обесценивания в условиях инфляции. Следовательно необходимо уметь правильно оценивать реальный доход по разного ценным бумагам . Рассмотрим  сначала виды существующих  в настоящее время ценных бумаг и определим  разницу  в  начислении процентов и возможностей получения дохода по ним.
    В зависимости от формы предоставления  капитала и способа выплаты дохода ценные бумаги делятся на долговые и долевые.
    Долговые ценные бумаги (купонные облигации, сертификаты, векселя) обычно имеют фиксированную процентную ставку являются  обязательством выплатить полную сумму  долга с процентами на определенную дату в будущем;  по  дисконтным  облигациям доход представляет собой скидку с номинала.
    Долевые ценные бумаги (акции) представляют собой непосредственную дол. Держателя в реальной собственности и обеспечивают получение дивиденда в неограниченное время.
    Все прочие виды ценных бумаг являются производными от долговых либо долевых ценных бумаг и закрепляют право владельца на покупку или продажу акции  и  долговых обязательств. Это опционы, фьючерсные контракты, приватизационные чеки.

    Расчет дохода по различным видам ценных бумаг производится на основе полученных в предыдущих параграфах формул. Приведем несколько примеров. 

    ПРИМЕР 29
    Депозитный сертификат  номиналом 200 000 руб. выдан 14 мая с погашением  8 декабря под 18% годовых. Определить сумму дохода  при  начислении точных и обыкновенных процентов и сумму погашения долгового обязательства.
    Решение
    Находим сначала точное (17 дней мая + 30 дней  июня + 31 день июля + 31 день августа + 30 дней сентября + 31 день октября + 30 дней ноября + 30· · 6 + 8 дней декабря = 205 дней) число дней займы.
    Для точных процентов из формул (1.2) и (1.3) получаем 

                                     I = 0,18 · 200 000 · 208/365 = 20 515 (руб.) 
    По формуле (1.4) вычисляем  сумму погашения обязательства:

                                      S = 200 000 + 20 515 = 202 515 (руб.) 
    Для случая обыкновенных  процентов возможно несколько способов расчета:

    а) ∂ = 208,  К = 360. Тогда

                         I = 0,18 · 200 000 · 208/360 = 20 800 (руб.) 
                         S = 200 000 + 20 800 + 220 800 (руб.).

    б) ∂ = 205, К = 365. Тогда 
                         I = 0,18 · 200 000 · 205/365 = 20 219 (руб.)

                         S = 200 000 + 20 219 = 220 219 (руб.)

    в) ∂ = 205, K = 360. Тогда

                         I = 0,18 · 200 000 · 205/360 = 20 500 (руб.)
                         S = 200 000 + 20 500 = 220 500 (руб.)

     ПРИМЕР 30
    Вексель выдан на сумму 10 000 000 руб. со сроком оплаты  21 июля. Владелец векселя  учел  его  в  банке   5 июля по учетной ставке 20%. Определить доход банка и сумму, полученную по векселю (К = 365).
    Решение
    Срок от даты погашения составляет 21 – 5 = 16 дней. По формуле (2.3) получаем 
                                   D = 0.2 · 10 000 000 · 16/365 = 87 671 (руб.)

    Соответственно, по формуле (2.4), сумма, полученная по векселю:

                                   P = 10 000 000 – 87 671 = 9 912 329 (руб.)

    При операциях с облигациями источником дохода являются фиксированные проценты (в случае купонных облигаций), а также разность между ценой, по которой облигации приобретается, и ценой, по которой  она выкупается. Выкупная цена облигации обычно совпадает с ее номиналом.
    Существуют облигации без выплаты процентов (дисконтные облигации), инвестированные средства в которые будет доходным только при покупке их со скидкой с номинала, т.е. с дисконтом.

    Введем обозначения:

    N – номинальная стоимость облигации;  

    P0 – цена покупки облигации;

    I0 – доход по облигации;

    n – период. За который начисляются проценты;

    i – процентная ставка;

    ic – эффективная ставка сложных процентов. 
    При расчетах дохода используют понятие курса облигации Pk: 


                                                                                                              (8.1)

    Тогда

                                                      Io = N (1 + i)ⁿ.                                       (8.2)
    Подставляя  в  эту  формулу  выражение (8.1), получим
                                                                                                                    (8.3)
    Если  для  измерения  доходности  использовать эффективную  ставку  сложных  процентов, следует применять формулу (3.1):
                                                    Io = Po (1 + ic)ⁿ – Po.          
    ПРИМЕР 31

    Рассчитать доходность покупки облигации в виде эффективной ставки сложных процентов, если облигация номиналом 10 000 руб., выпущенная на пять лет, приобретена по курсу 120, и на нее начисляется ежегодно  сложные  проценты по ставке 18%.
    Решение
    Используем формулу (8.4):

    При покупке  акции  источником  дохода могут  быть дивиденды и разница  между  ценой  приобретения и ценой продажи.

    Фиксированные дивиденды (определенный процент от номинальной стоимости акции) выплачиваются по привилегированным акциям.
    Введем обозначения:
    Pa – цена приобретения акции;

    Q – цена продажи акции;

    N – номинальная цена акции;

    F  – величина дивидендов;

    IF – доход от дивидендов;

    Ia – общий доход от покупки акции;

    n – срок в годах от момента покупки до момента продажи.
    Тогда 

                                                   Ia = IF + Q – Pa.                                           (8.5)

    Если дивиденды вновь не реинвестируются, доход от них будет равен 

                                                   IF = n F N.                                                    (8.6)

    Величина дивидендов  по  простым акциям устанавливается общим собранием акционеров в зависимости от финансовых результатов года (дивиденды могут и не выплачиваться, если прибыли нет или она целиком направляется на развитие),  поэтому  расчет  дохода  от  таких  акций  может  быть только ориентировочным и производится по выражениям (8.5) и (8.6).

    Формула для расчета доходности покупки акции в виде эффективной ставки  сложных процентов:


                                                                       (8.7)
    ПРИМЕР 32
    При  выпуске акции номиналом в 5 000 руб. объявленная величина дивидендов  равна 15% годовых, а их стоимость, по оценкам, будет ежегодно возрастать на 4% по отношению к номиналу. Определить ожидаемый доход от покупки по номиналу и последующей продажи через пять лет 100 таких акций.
    Решение

    Величина годовых дивидендов от 100 акций равняется

                          IF = 100 · 0,15  ·  5 000 = 75 000 ( руб.)

    Стоимость 100 акций через  пять лет:

                            Q100 = 100 (5 000 + 5  ·  0,04  ·  5 000) = 600 000 (руб.) 
    Общий доход, рассчитанный  по  формуле (8.5), составит
                             Ia = 75 000 + 600 000 – 500 000 = 175 000 (руб.).

КРЕДИТ  И  ССУДНЫЙ  ПРОЦЕНТ 
    Кредит представляет собой движение ссудного капитала, предоставляемого в ссуду на условиях возвратности за плату в виде процента. Необходимость кредита обусловлена закономерностями кругооборота и оборота капитала в процессе воспроизводства. На одних участках высвобождаются свободные денежные средства, выступающие источниками ссудного капитала, на других - возникает потребность в них. Именно на этой основе, на взаимной выгоде участников процесса воспроизводства рождается, существует и развивается ссудный капитал.
    Главной чертой ссудного капитала как экономической категории является передача стоимости во временное пользование с целью реализации его специфического качества - способности приносить прибыль в виде процента. Ссудный процент выступает как цена ссудного капитала. Его экономическую природу определяют производственные отношения. Процент является оплатой потребительной стоимости ссудного капитала, тогда как цены обычных товаров представляют собой денежное выражение их стоимости. 

Процент в количественном измерении меньше, чем ссудный капитал, который, находясь в денежной форме, не нужно еще в чем-то выражать. Процент выражает отношения между кредиторами и заемщиками в процессе производства. Источником ссудного процента является прибыль.

Количественным выражением процента является его ставка. Ставка процента - это отношение годового дохода, полученного на ссудный капитал, к сумме предоставленного кредита, умноженное на 100. Ссудный процент не может быть больше прибыли, а ставка процента - больше нормы прибыли. В противном случае экономический результат для заемщика будет отрицательным.

    Можно выделить следующие разновидности кредита: потребительский, сельскохозяйственный, ипотечный, государственный, международный.
    Потребительский кредит предоставляется в форме коммерческого и банковского.
    Коммерческий представляет собой продажу товаров с отсрочкой платежа через розничные магазины. Объектами банковских ссуд на потребительские цели являются товары длительного пользования: автомобили, холодильники, мебель, т.д. Банки могут заключать соглашения с магазинами, торгующими в кредит, выплачивая при этом деньги за товары, а ссуду гасят покупатели товаров. Срок кредита составляет обычно 2-3 года.

Потребительский кредит становится атрибутом современной жизни. Ввиду того, что платежеспособный спрос населения ограничен, а реализация товаров требует ускорения, и населению и предприятиям выгодно использовать реализацию за счет будущих доходов.
    Сельскохозяйственный кредит представляет собой обслуживание основного и оборотного капиталов в сельском хозяйстве. Долгосрочное кредитование обеспечивается обычно недвижимостью, а кредитование в связи с сезонным разрывом в доходах и расходах завершается обычно после реализации урожая.

    Ипотечный кредит - долгосрочное кредитование под залог недвижимости: земли, производственных и жилых объектов и т.д.

    Государственный кредит это совокупность кредитных отношений, в которых одним из субъектов выступает государство или местные органы власти по отношению к гражданам или - юридическим лицам. Основной формой такого кредита выступает выпуск государственных займов.
    Физические лица пользуются потребительским кредитом. Кредиты, выдаваемые банками, классифицируются:

    - по срокам пользования:

а) краткосрочные - до 1 года;

б) среднесрочные - до 3 лет;

в) долгосрочные - свыше 3 лет.
    - по обеспечению:

а) обеспеченные залогом (имуществом, имущественными правами, ценными бумагами);

б) гарантированные (банками, финансами или имуществом третьего лица);

в) другим обеспечением (поручительство, страхование);

г) необеспеченные (бланковые).

    - по степени риска:

а) стандартные кредиты;

6) кредиты с повышенным риском.

    - по методу выдачи:

а) в разовом порядке;

б) в соответствии с открытой кредитной линией;

в) гарантийные (с обусловленной датой выдачи, по потребности, с взиманием комиссии за обязательство).

    -по срокам погашения:

а) единовременно;

б) в рассрочку;

в) досрочно (по требованию кредитора или по заявлению заемщика);

г) с регрессией платежа;

д) после окончания обусловленного периода (месяца, квартала).

    Лизинговый кредит - это отношения между юридическими лицами, которые возникают в случае аренды имущества и сопровождаются заключением лизингового соглашения. Лизинг является формой имущественного кредита.

    Объектом лизинга является разное движимое (машины, оборудование, вычислительная техника и др.) и недвижимое (дома, сооружения, телекоммуникации и др.) имущество. Коммерческий банк может выдавать бланковый кредит (без залога имущества). Объектом лизинга является разное движимое (машины, оборудование, вычислительная техника и др.) и недвижимое (дома, сооружения, телекоммуникации и др.) имущество.
    С помощью кредита свободные денежные средства и доходы предприятий, частных лиц, государства собираются и превращаются в ссудный капитал. В процессе кредитования ссудный капитал перераспределяется между отраслями экономики, стремясь, прежде всего туда, где вырабатывается большая норма прибыли, либо в отрасли, соответствующие интересам государства. С помощью кредита осуществляется перелив капитала из менее прибыльных отраслей в более прибыльные, способствуя тем самым выравниванию отраслевых норм прибыли в среднюю. Таким образом, осуществляется регулирование пропорций общественного производства и направление ссудного капитала в отрасли«кредит» , соответствующие интересам общества и государства.
    Важной функцией кредита является экономия издержек обращения. Кредит изменяет структуру денежной массы, платежного оборота, а также скорость обращения денег.

    На микроуровне процентные ставки устанавливаются ввиду следующего:
1. Степень риска. Чем больше вероятность невозврата ссуды, тем выше процент с целью компенсации риска.

2. Срок кредита. При долгосрочном кредитовании выше риск изменения экономических условий и появления вмененных издержек.

3. Размер ссуды. Меньшая по размеру ссуда идет под больший процент, так как издержки на ее оформление одинаковы с крупной ссудой.

4.Личность клиента. Самым крупным и надежным заемщикам обеспечивается самая низкая ставка.

5.Монополизация рынка. Банк, имеющий монопольное положение в регионе, может взимать более высокие ставки, поскольку клиентам неудобно обслуживаться в другом месте.
     Итак, рассмотрев все пункты финансовой математики, касающихся «кредитов», и ознакомившись с определением и видами кредитования, попробую написать памятку оптимального выбора кредита.
КАК ПРАВИЛЬНО ВЗЯТЬ КРЕДИТ
Сначала самое важное правило: нельзя! сравнивать предложения банков, беря за основу “проценты годовых”. Заявленная процентная стоимость почти никогда не отражает реальную стоимость кредита.  Единственный универсальный показатель стоимости кредита – это абсолютная цифра, включающая в себя все издержки  при выдаче и обслуживании ссуды, а также общую сумму процентных выплат за пользование заемными средствами.
      При изучении предложений банков надо знать, что выгоднее:

-  когда базой для начисления процентов по кредиту и комиссий служит остаток задолженности;

-    когда используются дифференцированные выплаты;

- когда процент удорожания товара минимален;

-   когда банк не препятствует и не запрещает досрочное погашение. 

 Ориентироваться в кредитах надо по эффективной ставке – она включает в себя все возможные дополнительные платежи и комиссии. 

    В некоторых случаях выгоднее воспользоваться кредитной линией (проценты начисляются только на ту часть, которой заемщик воспользовался). Особенно в  случаях нескольких разнесенных во времени платежей (например, оплата учебы в ВУЗе).

     Не стоит “покупаться” на беспроцентные кредиты – банки никогда не будут работать себе в убыток! 
      Российские банки применяют сейчас два способа погашения долга – аннуитетными (равными) и дифференцированными (уменьшающимися) платежами.
   Ежемесячный аннуитетный платеж – это постоянная сумма, которую заемщик (тот, кто взял кредит) каждый месяц отдает банку. Он складывается из возвращения основного долга и начисленных процентов.  
     Формула аннуитетного платежа:

ЕП = (СК ∙ (ПС/12)) / (1 – (1 + ПС/12)-КМ)
    где  ЕП – ежемесячный платеж, СК – сумма кредита, ПС – годовая процентная ставка, КМ – количество месяцев (срок, на который выдан кредит). НО стоит обратить внимание на то, что некоторые банки исходят из того, что в году 12 месяцев, другие – 365 дней в году.
     Если “в году 12 месяцев”, тогда размер ежемесячных процентных выплат определяется по формуле:
                                                     ЕПВ = ОЗ ∙ (ПС / 12)
    где ЕПВ – ежемесячные процентные выплаты, ОЗ – остаток задолженности в данном месяце, ПС – годовая процентная ставка.

    Если  “в году 365 дней”, то размер ежемесячных выплат определяется по формуле:
                               ЕПВ = ОЗ ∙ ПС ∙ (ЧДМ / 365),
где  ЕПВ – ежемесячные процентные выплаты, ОЗ – остаток задолженности в данном месяце, ПС – годовая процентная ставка, ЧДМ – число дней в месяце (от 28 до 31).
    Ежемесячный дифференцированный платеж также складывается из двух составляющих – возвращения основного долга и процентных выплат (процентные выплаты вычисляются по приведенной выше формуле). Каждый месяц сумма основного долга уменьшается на одинаковое число. Из-за постоянного уменьшения суммы долга уменьшается и размер процентных выплат, а с ними и ежемесячный платеж. Формула расчета дифференцированного платежа выглядят следующим образом:

                       ЕП = (СК / КМ) + ОЗ ∙ (ПС / 12),

или

                       ЕП = (СК / КМ) + ОЗ ∙ ПС ∙ (ЧДМ / 365),

где  ЕП – размер ежемесячного платежа, СК – сумма кредита, КМ – количество месяцев (срок, на который выдан кредит), ОЗ – остаток задолженности в данном месяце, ПС – годовая процентная ставка, ЧДМ – число дней в месяце (от 28 до 31).   
     
НАГЛЯДНАЯ  РАЗНИЦА между аннуитетными и дифференцированными платежами:

     Чрезвычайно важно понимать разницу между понятиями «процент удорожания» и «годовая процентная ставка». Это не одно и то же. При небольших сроках кредитования даже небольшой на первый взгляд процент удорожания товара может давать впечатляющий эквивалент в процентах годовых.
     Надо узнать, что является базой для начисления процентов по кредиту и разнообразных комиссий – полная сумма долга (тело кредита) или же остаток задолженности. Начисление процентов на остаток задолженности выгоднее начисления на всю сумму долга.

     Нужно различать декларируемые (например, предлагают 20% годовых) и эффективные процентные ставки. В расчет эффективной ставки включаются все возможные дополнительные платежи и комиссии. И именно это обстоятельство помогает сравнить предложения разных банков с чисто математической точки зрения (т.е. определить то, кто выгоднее).
     Важно знать, что чем больше срок кредита, тем меньше будет размер ежемесячного платежа. Чем больше срок кредитования, тем больше будет общая сумма процентных выплат банку. Досрочное погашение кредита позволяет сэкономить на процентных выплатах.

      Следует знать также, что существует еще так называемая «кредитная линия». В этом случае задается некий предельный лимит денежных средств, который вы можете «вычерпать» за определенный период времени. При этом лимит может быть пополняемым (погашая ранее взятый долг, можете восстанавливать размер доступного вам кредитного лимита) и непополняемым (вы можете лишь вычерпывать имеющийся лимит, с каждым новым займом доступный лимит кредитования уменьшается. В некоторых случаях выгоднее воспользоваться не кредитом, а кредитной линией (в это случае проценты начисляются только на ту часть, которой вы воспользовались).  Это удобно, например, при оплате обучения или при финансировании долевого строительства  жилья.
     Кредит – не самоцель, а лишь средство. В чрезмерных дозах кредит не помогает, а вредит. Соизмеряйте свои желания со своими возможностями. Учитесь грамотно планировать свои финансы. Удачи!    

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рынок потребительского кредитования в нашей стране продолжает бурно развиваться, и потому моя работа была посвящена основам финансовой математики, которые более полно объясняют азы  кредитной системы, и выбору оптимального кредитного предложения. Бум потребительского кредитования совпал с экономическим подъемом. Человек, владеющий математическими основами в совершенстве, успешно принимает решения и в финансовых вопросах, и в прогнозировании и планировании будущей работы, и во взаимодействии с рынками капитала и во многих других, не менее важных, вопросах.
     Поставленную цель
     - изучить основы финансовой математики, чтобы  выбрать оптимальное кредитное предложение

считаю, что достиг. В этом помогли следующие задачи: 

      - ознакомился с базовыми понятиями финансовой     математики;

      - научился рассчитывать способы начисления процентов, сумею определять срок кредита;
     - ознакомился с простыми ставками процентов и простыми учетными ставками, аннуитетами и ценными бумагами;

     - рассмотрел сложные  учетные  ставки  и показал  различные  методы  начисления  сложных  процентов  с  помощью  графика;    

   - ознакомился  с формулой  И.Фишера и рассмотрел  её           применение на конкретных примерах;
   - показал  математический  расчет  дохода  по  различным  видам  ценных  бумаг;   
    - составил памятку оптимального выбора кредитного предложения. 

     Если будет необходимо, смогу выбрать из всех кредитных предложений самое оптимальное.

     Рассмотренная тема актуальна всегда. Потому что и раньше, и сейчас, и в будущем, по большому счету, большинство людей – были, есть и остаются заложниками потребительского отношения к жизни. Мы хотим жить лучше и для этого перестаем стирать вручную, и покупаем стиральную машину, меняем старую «Волгу» на «Mitsubishi», маленькую квартиру на большую и т.д. И здесь помогает нам кредит.
     Вооружившись знаниями финансовой математики, изучив все «за» и «против», составил памятку тем, кто хочет выгодно взять кредит. Там изложил  те основные шаги, на которые необходимо обратить внимание при оформлении кредита. Надеюсь, будет интересно и тем, кто первый раз идет на столь ответственный шаг. И тем, кто уже не раз брал кредит – он может сопоставить свои знания и проверить, все ли стороны он учел или же наоборот, все ли я так написал. Эта тема отличный материал и  для изучения в школе – сразу становится ясно, что математика с нами всегда и везде.   
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